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MỞ ĐẦU

1 Lí do chọn đề tài

Nhiều bài toán trong toán học và trong các lĩnh vực khoa học khác thường

dẫn đến việc chứng minh sự tồn tại nghiệm của phương trình F (x) = x.

Nghiệm x của phương trình này được gọi là điểm bất động của ánh xạ F.

Do đó, việc xây dựng những công cụ khảo sát sự tồn tại điểm bất động của

một ánh xạ thu hút sự quan tâm của nhiều tác giả. Trong những công cụ đó,

Nguyên lý ánh xạ co Banach trong không gian mêtric đầy đủ được xem là cơ

bản nhất. Từ nguyên lý này, nhiều tác giả đã mở rộng cho những lớp không

gian khác nhau cũng như những lớp ánh xạ co suy rộng khác nhau.

Trong hướng nghiên cứu đó, nhiều tác giả đã xây dựng những không gian

mêtric suy rộng như 2-mêtric [8], D-mêtric [4], G-mêtric [17], S-mêtric [21].

Cùng hướng nghiên cứu này, trong bài báo [15], Khamsi và Husain đã giới

thiệu khái niệm kiểu-mêtric. Đồng thời, trong bài báo này, các tác giả đã khảo

sát một số tính chất của không gian kiểu-mêtric và thiết lập định lí điểm bất

động của lớp ánh xạ KKM trên không gian này. Kể từ đó, việc nghiên cứu

thiết lập định lí điểm bất động trên không gian kiểu-mêtric được một số tác

giả quan tâm nghiên cứu [7, 11, 12].

Bên cạnh việc đề xuất những không gian mêtric suy rộng, nhiều tác giả đã

xây dựng những dạng ánh xạ co suy rộng trên không gian mêtric [3, 18]. Năm

2008, trong bài báo [19], Suzuki đã giới thiệu khái niệm lớp ánh xạ Suzuki
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trên không gian mêtric và thiết lập một mở rộng của Nguyên lý ánh xạ co

Banach trong không gian mêtric đầy đủ. Sau đó, một số tác giả đã giới thiệu

những dạng mở rộng của lớp ánh xạ Suzuki và thiết lập định lí điểm bất

động cho những lớp ánh xạ này trên không gian mêtric cũng như không gian

kiểu-mêtric [1, 6, 7, 11, 20, 22]. Gần đây, trong bài báo [16], Muralisankar và

Jeyabal đã giới thiệu một dạng mở rộng của ánh xạ Suzuki và một số định

lí điểm bất động của lớp ánh xạ này. Năm 2014, trong bài báo [13], Kumam,

Dung và Sitthithakerngkiet đã giới thiệu một dạng tổng quát của ánh xạ co

kiểu Ćirić và đã thiết lập định lí điểm bất động cho lớp ánh xạ này.

Trên cơ sở nghiên cứu các tài liệu tham khảo liên quan đến ánh xạ Suzuki

suy rộng, chúng tôi nhận thấy rằng dạng ánh xạ co suy rộng trong bài báo

[16] chưa được khảo sát trên không gian kiểu-mêtric. Do đó, chúng tôi chọn

đề tài "Về định lí điểm bất động cho lớp ánh xạ Suzuki suy rộng trên không

gian kiểu-mêtric" làm đề tài khóa luận tốt nghiệp.

2 Tổng quan về đề tài

Năm 2008, trong bài báo [19], Suzuki đã giới thiệu khái niệm lớp ánh xạ

Suzuki trên không gian mêtric và thiết lập một mở rộng của Nguyên lý ánh

xạ co Banach trong không gian mêtric đầy đủ như sau.

Cho (X, d) là một không gian mêtric đầy đủ, ánh xạ T : X −→ X và ánh

xạ không tăng θ : [0, 1) −→ (
1

2
, 1] xác định bởi

θ(r) =


1 nếu 0 ≤ r ≤ (

√
5− 1)/2

(1− r)r−2 nếu (
√
5− 1)/2 ≤ r ≤ 2−1/2

(1 + r)−1 nếu 2−1/2 ≤ r < 1.

Giả sử tồn tại r ∈ [0, 1) sao cho
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θ(r)d(x, Tx) ≤ d(x, y) suy ra d(Tx, Ty) ≤ rd(x, y) với mọi x, y ∈ X.

Khi đó, T có duy nhất điểm bất động z. Hơn nữa, lim
n→∞

T nx = z với mọi

x ∈ X.

Sau đó, một số tác giả đã suy rộng khái niệm ánh xạ Suzuki và thiết lập

định lí điểm bất động cho những lớp ánh xạ Suzuki suy rộng này trên không

gian mêtric cũng như không gian kiểu-mêtric [6, 11, 20, 22]. Gần đây, trong

[16], Muralisankar và Jeyabal đã giới thiệu một lớp ánh xạ Suzuki suy rộng

và định lí điểm bất động cho lớp ánh xạ này trong không gian mêtric đầy đủ

như sau.

Cho (X, d) là một không gian mêtric đầy đủ và ánh xạ f : X −→ X. Giả

sử tồn tại r ∈ (0, 1) sao cho

1

2
d(x, fx) < d(x, y) suy ra d(fx, fy) ≤ rd(x, y) với mọi x, y ∈ X.

Khi đó, f có duy nhất một điểm bất động.

Năm 2014, Kumama, Dung và Sitthithakerngkiet đã giới thiệu một dạng

mở rộng của ánh xạ co kiểu Ćirić trên không gian mêtric bằng cách bổ sung

thêm bốn số hạng mới d(T 2x, x), d(T 2x, Tx), d(T 2x, y), d(T 2x, Ty) trong điều

kiện co và đã thiết lập định lí điểm bất động cho lớp ánh xạ này.

Từ những vấn đề trên, chúng tôi đặt vấn đề mở rộng các định lí điểm bất

động của lớp ánh xạ Suzuki suy rộng trên không gian mêtric đầy đủ trong

bài báo [16] sang không gian kiểu-mêtric đầy đủ bằng cách bổ sung thêm các

số hạng mới trong điều kiện co.
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3 Mục tiêu nghiên cứu

- Thiết lập và chứng minh một số định lí điểm bất động cho lớp ánh xạ

Suzuki suy rộng trên không gian kiểu-mêtric.

- Xây dựng một số áp dụng của kết quả đạt được.

4 Đối tượng và phạm vi nghiên cứu

Một số dạng mở rộng của ánh xạ Suzuki suy rộng trên không gian kiểu-

mêtric trong lĩnh vực lí thuyết điểm bất động.

5 Nội dung nghiên cứu

- Nghiên cứu khái niệm kiểu-mêtric, một số tính chất cơ bản của không

gian kiểu-mêtric.

- Nghiên cứu khái niệm ánh xạ Suzuki, một số mở rộng của nó và những

định lí điểm bất động cho lớp ánh xạ này trên không gian mêtric.

- Thiết lập và chứng minh định lí điểm bất động cho lớp ánh xạ Suzuki

suy rộng trên không gian kiểu-mêtric.

- Xây dựng áp dụng của kết quả đạt được.

Nội dung chính của khóa luận được trình bày trong hai chương

Chương 1. Kiến thức chuẩn bị

Chương 2. Định lí điểm bất động cho lớp ánh xạ Suzuki suy rộng trên

không gian kiểu-mêtric và áp dụng.



5

6 Phương pháp nghiên cứu

- Nghiên cứu tài liệu: Từ tài liệu tham khảo liên quan đến nội dung nghiên

cứu của khóa luận, chúng tôi phân tích, tổng hợp và tương tự hóa để thiết

lập định lí điểm bất động cho lớp ánh xạ Suzuki suy rộng trên không gian

kiểu-mêtric.

- Trao đổi với nhóm nghiên cứu, các tác giả cùng lĩnh vực và giảng viên

hướng dẫn.

7 Kế hoạch nghiên cứu

STT Thời gian Nội dung công việc Người thực hiện

1 1/11/2013

đến

30/11/2013

Xây dựng đề cương khóa luận - SV thực hiện khóa

luận và GVHD.

2 1/12/2013

đến

30/12/2013

- Nghiên cứu về không gian

kiểu-mêtric và một số kết quả

liên quan qua các tài liệu tham

khảo.

- Báo cáo kết quả nghiên cứu

trước GVHD vào giữa tháng và

cuối tháng.

- SV thực hiện khóa

luận.

- SV thực hiện khóa

luận và GVHD.
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STT Thời gian Nội dung công việc Người thực hiện

3 1/1/2014 đến

30/1/2014

- Nghiên cứu về định lí điểm

bất động cho lớp ánh xạ Suzuki

và một số mở rộng trên không

gian mêtric.

- Báo cáo kết quả nghiên cứu

trước GVHD vào giữa tháng và

cuối tháng.

- SV thực hiện khóa

luận.

- SV thực hiện khóa

luận và GVHD.

4 1/2/2014 đến

30/2/2014

- Nghiên cứu về định lí điểm

bất động cho lớp ánh xạ Suzuki

suy rộng trên không gian kiểu-

mêtric.

- Báo cáo kết quả nghiên cứu

trước GVHD vào giữa tháng và

cuối tháng.

- SV thực hiện khóa

luận.

- SV thực hiện khóa

luận và GVHD.

5 1/3/2014 đến

15/3/2014

Báo cáo tóm tắt kết quả nghiên

cứu của khóa luận trước bộ

môn Giải tích và Toán ứng

dụng.

- SV thực hiện khóa

luận và GVHD.

- Các thành viên bộ

môn Giải tích và Toán

ứng dụng.

6 16/3/2014

đến

27/4/2014

- Hoàn chỉnh khóa luận tốt

nghiệp.

- Nộp khóa luận về khoa.

- SV thực hiện khóa

luận và GVHD.

- SV thực hiện khóa

luận.

7 2/5/2014 đến

12/5/2014

Báo cáo khóa luận. - SV thực hiện khóa

luận.
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CHƯƠNG 1

KHÔNG GIAN KIỂU-MÊTRIC

1.1 Khái niệm kiểu-mêtric

Mục này trình bày khái niệm và ví dụ về không gian kiểu-mêtric.

1.1.1 Định nghĩa ([15], Definition 6). Cho X là một tập khác rỗng, K ≥ 1

là một số thực và D : X × X −→ [0,∞) là một ánh xạ thỏa mãn các điều

kiện sau với mọi x, y, z ∈ X,

(1) D(x, y) = 0 khi và chỉ khi x = y;

(2) D(x, y) = D(y, x);

(3) D(x, z) ≤ K
[
D(x, y) +D(y, z)

]
.

Khi đó, D được gọi là một kiểu-mêtric trên X và (X,D,K) được gọi là một

không gian kiểu-mêtric.

1.1.2 Nhận xét. (1) (X, d) là một không gian mêtric khi và chỉ khi (X, d, 1)

là một không gian kiểu-mêtric.

(2) Trong bài báo [14], Khamsi đã giới thiệu một kiểu-mêtric khác, trong đó

điều kiện (3) của Định nghĩa 1.1.1 được thay bởi điều kiện sau.

(3′) D(x, z) ≤ K
[
D(x, y1) +D(y1, y2) + . . .+D(yn, z)

]
với mọi x, y1, . . . , yn, z ∈ X.
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Việc nghiên cứu thiết lập định lí điểm bất động trên không gian kiểu-mêtric

theo định nghĩa của Khamsi cũng được một số tác giả quan tâm [9, 10]. Trong

đề tài này, chúng tôi xét kiểu-mêtric theo Định nghĩa 1.1.1. Tiếp theo, chúng

tôi giới thiệu một số ví dụ về kiểu-mêtric.

1.1.3 Ví dụ ([5], Example 2.4). Xét X = R và ánh xạ D : X×X −→ [0,∞)

xác định bởiD(x, y) = (x−y)2 với mọi x, y ∈ X. Khi đó,D là một kiểu-mêtric

trên X với K = 2.

Chứng minh. Với mỗi x, y ∈ X, ta có D(x, y) ≥ 0, D(x, y) = 0 khi và chỉ khi

x = y và D(x, y) = D(y, x). Hơn nữa, với mỗi x, y, z ∈ X ta có

D(x, z) = (x−z)2 = (x−y+y−z)2 ≤ 2[(x−y)2+(y−z)2] = 2[D(x, y)+D(y, z)].

Do đó, D là một kiểu-mêtric trên X với K = 2.

1.1.4 Ví dụ ([15], Example 1). Cho X là tập các hàm f liên tục trên [0, 1]

và ánh xạ D : X ×X −→ [0,∞) xác định bởi

D(f, g) =

∫ 1

0

|f(x)− g(x)|2dx.

Khi đó, D là kiểu-mêtric trên X với K = 2.

Chứng minh. Với mỗi f, g ∈ X ta có D(f, g) ≥ 0, D(f, g) = 0 khi và chỉ khi

f = g và D(f, g) = D(g, f). Hơn nữa, với mỗi f, g, h ∈ X ta có

D(f, h) =

∫ 1

0

|f(x)− h(x)|2dx

=

∫ 1

0

|f(x)− g(x) + g(x)− h(x)|2dx

≤ 2[

∫ 1

0

|f(x)− g(x)|2dx+
∫ 1

0

|g(x)− h(x)|2dx]

= 2[D(f, g) +D(g, h)].

Do đó, D là kiểu-mêtric trên X với K = 2.
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1.1.5 Ví dụ ([5], Example 2.2). Cho X = {0, 1, 1
2
, . . . ,

1

n
, . . .} và ánh xạ

D : X ×X −→ [0,∞) xác định bởi

D(x, y) =



0 nếu x = y

1 nếu x 6= y ∈ {0, 1}

|x− y| nếu x 6= y ∈ {0, 1

2n
,
1

2m
}

1

4
trường hợp còn lại.

Khi đó, D là kiểu-mêtric trên X với K = 4.

Chứng minh. Với mỗi x, y ∈ X, ta có D(x, y) ≥ 0, D(x, y) = 0 khi và chỉ khi

x = y và D(x, y) = D(y, x).

Nếu D(x, y) = D(0, 1) = 1 thì

D(x, z) +D(z, y)

=


D
(
0,

1

2n

)
+D

( 1

2n
, 1
)
=

1

2n
+

1

4
nếu z =

1

2n

D
(
0,

1

2n+ 1

)
+D

( 1

2n+ 1
, 1
)
=

1

4
+

1

4
nếu z =

1

2n+ 1
.

Nếu D(x, y) = D
(
0,

1

2n

)
=

1

2n
thì

D(x, z) +D(z, y)

=


D
(
0,

1

2m

)
+D

( 1

2m
,
1

2n

)
=

1

2m
+ | 1

2m
− 1

2n
| nếu z =

1

2m

D
(
0,

1

2m+ 1

)
+D

( 1

2m+ 1
,
1

2n

)
=

1

4
+

1

4
nếu z =

1

2m+ 1
6= 1

D(0, 1) +D
(
1,

1

2n

)
= 1 +

1

4
nếu z = 1.

Nếu D(x, y) = D
( 1

2k
,
1

2n

)
= | 1

2k
− 1

2n
| thì

D(x, z) +D(z, y)

=


D
( 1

2k
,
1

2m

)
+D

( 1

2m
,
1

2n

)
= | 1

2k
− 1

2m
|+ | 1

2m
− 1

2n
| nếu z =

1

2m

D
( 1

2k
,

1

2m+ 1

)
+D

( 1

2m+ 1
,
1

2n

)
=

1

4
+

1

4
nếu z =

1

2m+ 1

D
( 1

2k
, 0
)
+D

(
0,

1

2n

)
=

1

2k
+

1

2n
nếu z = 0.
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Nếu D(x, y) = D
( 1

2k
,

1

2n+ 1

)
=

1

4
với

1

2n+ 1
6= 1 thì

D(x, z) +D(z, y)

=


D
( 1

2k
, 0
)
+D

(
0,

1

2n+ 1

)
=

1

2k
+

1

4
nếu z = 0

D
( 1

2k
,
1

2m

)
+D

( 1

2m
,

1

2n+ 1

)
= | 1

2k
− 1

2m
|+ 1

4
nếu z =

1

2m

D
( 1

2k
,

1

2m+ 1

)
+D

( 1

2m+ 1
,

1

2n+ 1

)
=

1

4
+

1

4
nếu z =

1

2m+ 1
.

Nếu D(x, y) = D
( 1

2k + 1
,

1

2n+ 1

)
=

1

4
với

1

2k + 1
6= 1 và

1

2n+ 1
6= 1 thì

D(x, z) +D(z, y)

=


D
( 1

2k + 1
, 0
)
+D

(
0,

1

2n+ 1

)
=

1

4
+

1

4
nếu z = 0

D
( 1

2k + 1
,
1

2m

)
+D

( 1

2m
,

1

2n+ 1

)
=

1

4
+

1

4
nếu z =

1

2m

D
( 1

2k + 1
,

1

2m+ 1

)
+D

( 1

2m+ 1
,

1

2n+ 1

)
=

1

4
+

1

4
nếu z =

1

2m+ 1
.

Nếu D(x, y) = D
( 1

2k
, 1
)
=

1

4
thì

D(x, z) +D(z, y)

=


D
( 1

2k
, 0
)
+D(0, 1) =

1

2k
+ 1 nếu z = 0

D
( 1

2k
,
1

2m

)
+D

( 1

2m
, 1
)
= | 1

2k
− 1

2m
|+ 1

4
nếu z =

1

2m

D
( 1

2k
,

1

2m+ 1

)
+D

( 1

2m+ 1
, 1
)
=

1

4
+

1

4
nếu z =

1

2m+ 1
6= 1.

Nếu D(x, y) = D
( 1

2k + 1
, 1
)
=

1

4
thì

D(x, z) +D(z, y)

=


D
( 1

2k + 1
, 0
)
+D(0, 1) =

1

4
+ 1 nếu z = 0

D
( 1

2k + 1
,
1

2m

)
+D

( 1

2m
, 1
)
=

1

4
+

1

4
nếu z =

1

2m

D
( 1

2k + 1
,

1

2m+ 1

)
+D

( 1

2m+ 1
, 1
)
=

1

4
+

1

4
nếu z =

1

2m+ 1
6= 1.

Nếu D(x, y) = D
( 1

2k + 1
, 0
)
=

1

4
thì



11

D(x, z) +D(z, y)

=


D
( 1

2k + 1
, 1
)
+D(1, 0) =

1

4
+ 1 nếu z = 1

D
( 1

2k + 1
,
1

2m

)
+D

( 1

2m
, 0
)
=

1

4
+

1

2m
nếu z =

1

2m

D
( 1

2k + 1
,

1

2m+ 1

)
+D

( 1

2m+ 1
, 0
)
=

1

4
+

1

4
nếu z =

1

2m+ 1
6= 1.

Do đó, ta có D(x, y) ≤ 4.[D(x, z) +D(z, y)] với mọi x, y, z ∈ X. Vậy D là

kiểu-mêtric trên X với K = 4.

1.2 Sự hội tụ trong không gian kiểu-mêtric

Mục này trình bày lại những khái niệm dãy hội tụ, dãy Cauchy, tính đầy

đủ của không gian kiểu-mêtric.

1.2.1 Định nghĩa ([15], Definition 7). Cho (X,D,K) là một không gian

kiểu-mêtric và {xn} là một dãy trong X. Khi đó

(1) Dãy {xn} được gọi là hội tụ đến x ∈ X, viết là lim
n→∞

xn = x hoặc

{xn} → x, nếu lim
n→∞

D(xn, x) = 0. Khi đó, x được gọi là điểm giới hạn

của dãy {xn} .

(2) Dãy {xn} được gọi là một dãy Cauchy nếu lim
n,m→∞

D(xn, xm) = 0.

(3) Không gian (X,D,K) được gọi là đầy đủ nếu mỗi dãy Cauchy trong

(X,D,K) là một dãy hội tụ.

1.2.2 Nhận xét. Trong không gian kiểu-mêtric (X,D,K), tôpô được hiểu

là tôpô cảm sinh bởi sự hội tụ của nó. Điều này có nghĩa là tập G mở trong

không gian kiểu-mêtric (X,D,K) khi và chỉ khi với mỗi x ∈ G, mọi dãy

{xn} ⊂ X mà lim
n→∞

xn = x thì tồn tại n0 ∈ N sao cho xn ∈ G với mọi n ≥ n0.

Khi đó, kiểu-mêtric D : X ×X −→ [0,∞) liên tục tại (x, y) nếu và chỉ nếu
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lim
n→∞

D(xn, yn) = D(x, y) với mọi dãy {xn} , {yn} trong X mà lim
n→∞

xn = x và

lim
n→∞

yn = y.

1.2.3 Mệnh đề. Cho (X,D,K) là một không gian kiểu-mêtric. Khi đó

(1) D1((x, y), (u, v)) = D(x, u) +D(y, v) là một kiểu-mêtric trên X2.

(2) Dãy {(xn, yn)} hội tụ trong (X2, D1, K) khi và chỉ khi {xn}, {yn} hội tụ

trong (X,D,K).

(3) Dãy {(xn, yn)} là dãy Cauchy trong (X2, D1, K) khi và chỉ khi dãy {xn},

{yn} là dãy Cauchy trong (X,D,K).

(4) Không gian (X2, D1, K) đầy đủ khi và chỉ khi không gian (X,D,K)

đầy đủ.

Chứng minh. (1). Kiểm tra trực tiếp các điều kiện của một kiểu-mêtric.

(2). Suy ra từ đẳng thức D1((xn, yn), (x, y)) = D(xn, x) +D(yn, y).

(3). Suy ra từ đẳng thức D1((xn, yn), (xm, ym)) = D(xn, xm) +D(yn, ym).

(4). Suy ra từ (2) và (3).

Ví dụ sau chứng tỏ rằng kiểu-mêtric là ánh xạ không liên tục.

1.2.4 Ví dụ. Xét kiểu-mêtric D như trong Ví dụ 1.1.5. Khi đó, D là ánh xạ

không liên tục.

Chứng minh. Ta có lim
n→∞

D
( 1

2n
, 0
)
= lim

n→∞

1

2n
= 0. Khi đó, lim

n→∞

1

2n
= 0 trong

(X,D,K). Mặt khác, lim
n→∞

D(
1

2n
, 1) =

1

4
6= 1 = D(0, 1). Điều này chứng tỏ

D là ánh xạ không liên tục.

1.2.5 Mệnh đề ([12]). Cho (X,D,K) là một không gian kiểu-mêtric. Nếu

dãy {xn} hội tụ thì điểm giới hạn của nó duy nhất.
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Chứng minh. Giả sử tồn tại x, y ∈ X sao cho lim
n→∞

xn = x và lim
n→∞

xn = y.

Ta có

D(x, y) ≤ K[D(x, xn) +D(xn, y)].

Suy ra D(x, y) = 0 hay x = y. Vậy {xn} hội tụ tới một phần tử duy nhất.

1.2.6 Bổ đề ([12], Lemma 3.1). Cho (X,D,K) là một không gian kiểu-mêtric

và dãy {xn} trong X thỏa mãn

D(xn+1, xn+2) ≤ λD(xn, xn+1) với λ ∈ (0,
1

K
).

Khi đó, {xn} là dãy Cauchy trong X.

Chứng minh. Ta có D(xn+1, xn) ≤ λD(xn, xn−1).

Lặp lại quá trình này ta được

D(xn+1, xn) ≤ λD(xn, xn−1) ≤ ... ≤ λnD(x1, x0). (1.1)

Khi đó với m,n ∈ N mà n > m ta có

D(xm, xn) ≤ KD(xm, xm+1)+K
2D(xm+1, xm+2)+...+K

nD(xn−1, xn). (1.2)

Từ (1.2), sử dụng (1.1) và do λ ∈ (0,
1

K
) nên

D(xm, xn) ≤
(
Kλm +K2λm+1 + ...+Knλn−1

)
D(x1, x0)

= Kλm
1− (λK)n−m

1− λK
D(x1, x0)

≤ K

1− λK
λmD(x1, x0). (1.3)

Cho m,n → ∞ trong (1.3) ta được lim
m,n→∞

D(xm, xn) = 0. Do đó {xn} là

dãy Cauchy trong X.
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CHƯƠNG 2

ĐỊNH LÍ ĐIỂM BẤT ĐỘNG CHO LỚP ÁNH XẠ

SUZUKI SUY RỘNG TRÊN KHÔNG GIAN

KIỂU-MÊTRIC VÀ ÁP DỤNG

2.1 Định lí điểm bất động cho lớp ánh xạ Suzuki

suy rộng trên không gian kiểu-mêtric

Trong mục này, chúng tôi thiết lập và chứng minh định lí điểm bất động

cho lớp ánh xạ Suzuki suy rộng trên không gian kiểu-mêtric. Đồng thời, chúng

tôi suy ra một số hệ quả từ định lí này. Các kết quả này là sự mở rộng của

các kết quả chính trong bài báo [16] sang không gian kiểu-mêtric. Hơn nữa,

chúng tôi cũng xây dựng ví dụ minh họa cho kết quả đạt được.

Trước hết, chúng tôi trình bày định lí điểm bất động cho lớp ánh xạ Suzuki

suy rộng trên không gian kiểu-mêtric như sau.

2.1.1 Định lí. Cho (X,D,K) là một không gian kiểu-mêtric đầy đủ, trong

đó D là ánh xạ liên tục và ánh xạ T : X −→ X. Giả sử tồn tại r ∈ (0, 1)

sao cho với mọi x, y ∈ X,

1

2K
D(x, Tx) < D(x, y)⇒ D(Tx, Ty) ≤ r

K
M(x, y) (2.1)
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trong đó,

M(x, y) = max
{
D(x, y), D(x, Tx), D(y, Ty),

D(x, Ty) +D(Tx, y)

2K
,

D(T 2x, Tx), D(T 2x, y), D(T 2x, Ty)
}
.

Khi đó, T có duy nhất điểm bất động.

Chứng minh. Lấy x0 ∈ X. Nếu x0 = Tx0 thì x0 là điểm bất động của T .

Nếu x0 6= Tx0 thì D(x0, Tx0) > 0. Khi đó, từ (2.1) ta có

1

2K
D(x0, Tx0) < D(x0, Tx0) ⇒ D(Tx0, T

2x0) ≤
r

K
M(x0, Tx0)

Đặt xn = Txn−1. Nếu tồn tại n ∈ N sao cho Txn = xn thì xn là điểm bất

động của T . Giả sử ngược lại, Txn 6= xn vói mọi n ∈ N. Khi đó, bởi (2.1)

ta có

1

2K
D(xn, Txn) < D(xn, Txn) ⇒ D(Txn, T (Txn)) ≤

r

K
M(xn, Txn).

Suy ra

D(xn+1, xn+2)) ≤
r

K
M(xn, xn+1) (2.2)

trong đó,

M(xn, xn+1) = max
{
D(xn, xn+1), D(xn, Txn), D(xn+1, Txn+1),

D(xn, Txn+1) +D(xn+1, Txn)

2K
,D(T 2xn, Txn),

D(T 2xn, xn+1), D(T 2xn, Txn+1)
}

= max
{
D(xn, xn+1), D(xn+1, xn+2)

}
.

Nếu tồn tại n ∈ N sao cho M(xn, xn+1) = D(xn+1, xn+2). Kết hợp với

(2.2) suy ra D(xn+1, xn+2) ≤
r

K
D(xn+1, xn+2). Điều này là vô lý vì r ∈ (0, 1)

và K ≥ 1. Do đó, M(xn, xn+1) = D(xn, xn+1) với mọi n ∈ N. Kết hợp

với (2.2) suy ra

D(xn+1, xn+2) ≤
r

K
D(xn, xn+1)
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Từ đây, đặt λ =
r

K
ta được

D(xn+1, xn+2) ≤ λD(xn, xn+1) (2.3)

Từ (2.3) và sử dụng Bổ đề 1.2.6 suy ra {xn} là dãy Cauchy. Do X đầy đủ

nên {xn} hội tụ, tức là tồn tại p sao cho

lim
n→∞

xn+1 = lim
n→∞

Txn = p.

Bây giờ, ta chứng minh p là điểm bất động của T . Giả sử tồn tại n ∈ N

sao cho

1

2K
D(xn, Txn) ≥ D(xn, p) và

1

2K
D(Txn, T

2xn) ≥ D(Txn, p).

Khi đó,

D(xn, Txn) ≤ K[D(xn, p) +D(p, Txn)]

≤ K[
1

2K
D(xn, Txn) +

1

2K
D(Txn, T

2xn)

=
1

2
D(xn, Txn) +

1

2
D(Txn, T

2xn).

Điều này tương đương với

D(xn, xn+1) ≤
1

2
D(xn, xn+1) +

1

2
D(xn+1, xn+2). (2.4)

Từ (2.3) và (2.4) suy ra

D(xn, xn+1) ≤
1

2
D(xn, xn+1) +

1

2
λD(xn, xn+1)

<
1

2
D(xn, xn+1) +

1

2
D(xn, xn+1)

= D(xn, xn+1).

Điều này là mâu thuẫn. Do đó với mọi n ∈ N,

1

2K
D(xn, Txn) < D(xn, p) (2.5)
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hoặc

1

2K
D(Txn, T

2xn) < D(Txn, p) (2.6)

Ta xét hai trường hợp sau.

Trường hợp 1. Giả sử (2.5) thỏa mãn với hữu hạn các giá trị n ∈ N. Khi

đó, (2.6) thỏa mãn với vô hạn các giá trị n ∈ N. Do đó, tồn tại dãy {nk}

sao cho
1

2K
D(Txnk

, T 2xnk
) < D(Txnk

, p) với mọi k ∈ N. Kết hợp với (2.1)

suy ra

D(T 2xnk
, Tp) ≤ r

K
M(Txnk

, p)

=
r

K
max

{
D(Txnk

, p), D(Txnk
, T 2xnk

), D(p, Tp),

D(Txnk
, Tp) +D(p, T 2xnk

)

2K
,D(T 3xnk

, Txnk
),

D(T 3xnk
, p), D(T 3xnk

, Tp)
}
. (2.7)

Cho k →∞ trong (2.7) ta được

D(p, Tp) ≤ r

K
D(p, Tp).

Suy ra D(p, Tp) = 0 hay Tp = p.

Trường hợp 2. Giả sử (2.6) thỏa mãn với hữu hạn các giá trị n ∈ N. Khi

đó, (2.5) thỏa mãn với vô hạn các giá trị n ∈ N. Do đó, tồn tại dãy {nk}

sao cho
1

2K
D(xnk

, Txnk
) < D(xnk

, p) với mọi k ∈ N. Kết hợp với (2.1) suy ra

D(Txnk
, Tp) ≤ r

K
M(xnk

, p)

=
r

K
max{D(xnk

, p), D(xnk
, Txnk

), D(p, Tp),

D(xnk
, Tp) +D(Txnk

, p)

2K
,D(T 2xnk

, Txnk
),

D(T 2xnk
, p), D(T 2xnk

, Tp)}. (2.8)

Cho k →∞ trong (2.8) ta được
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D(p, Tp) ≤ r

K
D(p, Tp).

Suy ra D(p, Tp) = 0 hay Tp = p.

Trong cả hai trường hợp ta đều chứng minh được T có điểm bất động.

Bây giờ, ta chứng minh điểm bất động của T là duy nhất. Giả sử ngược

lại, tồn tại q 6= p sao cho Tq = q và Tp = p.

Ta có 0 =
1

2K
D(p, Tp) < D(p, q). Do đó, bởi (2.1) suy ra

D(p, q) = D(Tp, Tq)

≤ r

K
M(p, q)

=
r

K
max

{
D(p, q), D(p, Tp), D(q, T q),

D(p, Tq) +D(q, Tp)

2K
,

D(T 2p, Tp), D(T 2p, q), D(T 2p, Tq)
}

=
r

K
D(p, q)

< D(p, q).

Điều này là mâu thuẫn. Do đó, T có duy nhất điểm bất động.

Từ Định lí 2.1.1, bằng cách chọn M(x, y) = D(x, y), chúng tôi nhận được

hệ quả sau. Hệ quả này là sự mở rộng của [16, Theorem 3.1] trên không gian

kiểu-mêtric.

2.1.2 Hệ quả. Cho (X,D,K) là một không gian kiểu-mêtric đầy đủ, trong

đó D là ánh xạ liên tục và ánh xạ T : X −→ X. Giả sử tồn tại r ∈ (0, 1)

sao cho với mọi x, y ∈ X,

1

2K
D(x, Tx) < D(x, y)⇒ D(Tx, Ty) ≤ r

K
D(x, y). (2.9)

Khi đó, T có duy nhất điểm bất động.

Vì mỗi không gian mêtric là không gian kiểu-mêtric vớiK = 1 nên từ Định

lí 2.1.1 và Hệ quả 2.1.2 ta lần lượt nhận được Hệ quả 2.1.3 và Hệ quả 2.1.4.
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2.1.3 Hệ quả. Cho (X, d) là một không gian mêtric đầy đủ và ánh xạ

T : X −→ X. Giả sử tồn tại r ∈ (0, 1) sao cho với mọi x, y ∈ X,

1

2
d(x, Tx) < d(x, y)⇒ d(Tx, Ty) ≤ rM(x, y), (2.10)

trong đó,

M(x, y) = max
{
d(x, y), d(x, Tx), d(y, Ty),

d(x, Ty) + d(Tx, y)

2
,

d(T 2x, Tx), d(T 2x, y), d(T 2x, Ty)
}
.

Khi đó, T có duy nhất điểm bất động.

2.1.4 Hệ quả ([16], Theorem 3.1). Cho (X, d) là một không gian mêtric đầy

đủ và ánh xạ T : X −→ X. Giả sử tồn tại r ∈ (0, 1) sao cho với mọi x, y ∈ X,

1

2
d(x, Tx) < d(x, y)⇒ d(Tx, Ty) ≤ rd(x, y). (2.11)

Khi đó, T có duy nhất điểm bất động.

Cuối cùng của mục này, chúng tôi xây dựng ví dụ minh họa cho kết quả

đạt được. Trong đó, Ví dụ 2.1.5 chứng tỏ Định lí 2.1.1 mạnh hơn Hệ quả 2.1.2

và Ví dụ 2.1.6 chứng tỏ Hệ quả 2.1.3 mạnh hơn [16, Theorem 3.1] trên cùng

một không gian.

2.1.5 Ví dụ. XétX = (−∞,−1
2
]∪{0}∪[1

2
,+∞) và ánh xạD : X ×X −→ [0,∞)

xác định bởi D(x, y) = (x− y)2.

Khi đó, (X,D) là không gian kiểu-mêtric đầy đủ với K = 2 và D là ánh xạ

liên tục.

Xét ánh xạ T : X −→ X xác định bởi

Tx =


−x
2

nếu x ∈ (−∞,−2) ∪ (2,+∞)

0 nếu x ∈ [−2,−1
2
] ∪ {0} ∪ [

1

2
, 2].

Ta xét các trường hợp sau.
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Trường hợp 1. x, y ∈ (−∞,−2) ∪ (2,+∞).

D(Tx, Ty) =
(x− y)2

4
=

1

4
D(x, y) ≤ 1

2

1

2
M(x, y).

Trường hợp 2. x, y ∈ [−2,−1
2
] ∪ {0} ∪ [

1

2
, 2].

D(Tx, Ty) = 0 ≤ r

K
M(x, y) với mọi r ∈ (0, 1).

Trường hợp 3. x ∈ (−∞,−2) ∪ (2,+∞) và y ∈ [−2,−1
2
] ∪ {0} ∪ [

1

2
, 2]

Do
1

2K
D(x, Tx) < D(x, y) nên

1

4

(
x+

x

2

)2
< (x− y)2.

Suy ra
x2

4
<

4

9
(x− y)2.

Điều này chứng tỏ D(Tx, Ty) <
1

2

8

9
D(x, y) ≤ 1

2

8

9
M(x, y).

Trường hợp 4. x ∈ [−2,−1
2
] ∪ {0} ∪ [

1

2
, 2] và y ∈ (−∞,−2) ∪ (2,+∞).

D(Tx, Ty) =
y2

4
=

1

2
.
1

2
D(T 2x, y) ≤ 1

2

1

2
M(x, y).

Khi đó, với r =
8

9
= max{1

2
,
8

9
} thì ánh xạ T thỏa điều kiện (2.1) của

Định lí 2.1.1. Do đó, T có duy nhất điểm bất động.

Tuy nhiên, với x = 2, y = 4 ta có
1

4
D(2, T2) = 1 < 4 = D(2, 4). Mà

D(T2, T4) = 4 >
r

2
.4 =

r

2
D(2, 4) với mọi r ∈ (0, 1). Do đó, điều kiện (2.9)

trong Hệ quả 2.1.2 không được thỏa mãn. Vì vậy Hệ quả 2.1.2 không thể áp

dụng cho ánh xạ T.

2.1.6 Ví dụ. Xét X = {1, 2, 3, 4, 5} và ánh xạ d : X×X −→ [0,∞) xác định

bởi

d(x, y) =


0 nếu x = y

2 nếu (x, y) ∈ {(1, 4), (4, 1), (1, 5), (5, 1), (2, 4), (4, 2), (3, 5), (5, 3)}

1 trường hợp còn lại.

Khi đó, (X, d) là không gian mêtric đầy đủ.



21

Xét ánh xạ T : X −→ X xác định bởi

T1 = T2 = T3 = 1, T4 = 2, T5 = 3.

Do
1

2
d(x, Tx) < d(x, y) nên x 6= y. Do đó, ta xét các trường hợp sau.

Trường hợp 1. x, y ∈ {1, 2, 3} và x 6= y.

d(Tx, Ty) = d(1, 2) = 0 ≤ rM(x, y) với mọi r ∈ (0, 1).

Trường hợp 2. x ∈ {1, 2, 3} và y = 4.

d(Tx, Ty) = d(1, 2) = 1 =
1

2
d(1, 4) =

1

2
d(T 2x, y) ≤ 1

2
M(x, y).

Trường hợp 3. x = 4 và y ∈ {1, 2, 3}.

d(Tx, Ty) = d(2, 1) = 1.

Nếu x = 4 và y = 2 thì d(x, y) = d(4, 2) = 2. Suy ra

d(Tx, Ty) =
1

2
d(x, y) ≤ 1

2
M(x, y).

Nếu x = 4 và y ∈ {1, 3} thì d(x, Ty) + d(Tx, y)

2
=

3

2
. Suy ra

d(Tx, Ty) =
2

3
.
d(x, Ty) + d(Tx, y)

2
≤ 2

3
M(x, y).

Trường hợp 4. x ∈ {1, 2, 3} và y = 5.

d(Tx, Ty) = d(1, 3) = 1 =
1

2
d(1, 5) =

1

2
d(T 2x, y) ≤ 1

2
M(x, y).

Trường hợp 5. x = 5 và y ∈ {1, 2, 3}.

d(Tx, Ty) = d(3, 1) = 1.

Nếu x = 5 và y = 3 thì d(x, y) = d(5, 3) = 2. Suy ra

d(Tx, Ty) =
1

2
d(x, y) ≤ 1

2
M(x, y).
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Nếu x = 5 và y ∈ {1, 2} thì d(x, Ty) + d(Tx, y)

2
=

3

2
. Suy ra

d(Tx, Ty) =
2

3
.
d(x, Ty) + d(Tx, y)

2
≤ 2

3
M(x, y).

Khi đó, với r =
2

3
= max{1

2
,
2

3
} thì ánh xạ T thỏa mãn điều kiện (2.10)

của Hệ quả 2.1.3. Do đó, T có duy nhất điểm bất động.

Bây giờ, với x = 3, y = 4 ta thấy
1

2
d(3, T3) =

1

2
d(3, 1) =

1

2
< 1 = d(3, 4).

Tuy nhiên, d(T3, T4) = d(1, 2) = 1 > r = rd(3, 4). Do đó, điều kiện (2.11)

trong Hệ quả 2.1.4 không được thỏa mãn với x = 3, y = 4. Vì vậy, không thể

áp dụng Hệ quả 2.1.4 cho ánh xạ T.

2.2 Áp dụng

Trong mục này, chúng tôi áp dụng Định lí 2.1.1 để thiết lập một số kết

quả điểm bất động kép. Trước hết, chúng tôi giới thiệu khái niệm điểm bất

động kép.

2.2.1 Định nghĩa ([2], Definition 1.2). Cho ánh xạ F : X ×X −→ X. Khi

đó, (x, y) ∈ X ×X được gọi là điểm bất động kép của F nếu F (x, y) = x và

F (y, x) = y.

2.2.2 Bổ đề ([23], Lemma 2.2). Cho ánh xạ F : X × X −→ X và ánh xạ

TF : X ×X −→ X ×X được định nghĩa bởi

TF (x, y) = (F (x, y), F (y, x)) với mọi x, y ∈ X.

Khi đó, (x, y) là điểm bất động kép của F khi và chỉ khi (x, y) là điểm bất

động của TF .

Tiếp theo, chúng tôi thiết lập định lí điểm bất động kép của ánh xạ.
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2.2.3 Định lí. Cho (X,D,K) là không gian kiểu-mêtric đầy đủ, trong đó D

là ánh xạ liên tục và ánh xạ F : X × X −→ X. Giả sử tồn tại r ∈ (0, 1)

sao cho với mọi x, y ∈ X,

1

2K

(
D(x, F (x, y)) +D(y, F (y, x))

)
< D(x, u) +D(y, v)

⇒ D(F (x, y), F (u, v)) +D(F (y, x), F (v, u)) ≤ r

K
M((x, y), (u, v)) (2.12)

trong đó,

M((x, y), (u, v)) = max
{
D(x, u) +D(y, v), D(x, F (x, y))

+D(y, F (y, x)), D(u, F (u, v)) +D(v, F (v, u)),

1

2K

(
D(x, F (u, v)) +D(y, F (v, u)) +D(F (x, y), u) +D(F (y, x), v)

)
,

D(F (F (x, y), F (y, x)), F (x, y)) +D(F (F (y, x), F (x, y)), F (y, x)),

D(F (F (x, y), F (y, x)), u) +D(F (F (y, x), F (x, y)), v),

D(F (F (x, y), F (y, x)), F (u, v)) +D(F (F (y, x), F (x, y)), F (v, u))
}
.

Khi đó, F có duy nhất điểm bất động kép.

Chứng minh. Đặt

D1((x, y), (u, v)) = D(x, u) +D(y, v)

với mọi (x, y), (u, v) ∈ X ×X và ánh xạ TF : X ×X → X ×X xác định bởi

TF (x, y) = (F (x, y), F (y, x))

với x, y ∈ X.

Theo Mệnh đề 1.2.3, (X2, D1, K) là một không gian kiểu-mêtric đầy đủ.

Từ điều kiện (2.12) ta có

1

2K
D1((x, y), TF (x, y)) < D1((x, y), (u, v))

⇒ D1(TF (x, y), TF (u, v)) ≤
r

K
M((x, y), (u, v)), r ∈ (0, 1)
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trong đó,

M((x, y), (u, v))

= max
{
D1((x, y), (u, v)), D1((x, y), TF (x, y)),

D1((u, v), TF (u, v)),
D1((x, y), TF (u, v)) +D1(TF (x, y), (u, v))

2K
,

D1(T
2
F (x, y), TF (x, y)), D1(T

2
F (x, y), (u, v)), D1(T

2
F (x, y), TF (u, v))

}
.

Theo Định lí 2.1.1 suy ra TF có duy nhất điểm bất động. Do đó, theo Bổ

đề 2.2.2 suy ra F có duy nhất điểm bất động kép.

Từ Định lí 2.2.3, bằng cách chọn M((x, y), (u, v)) = D(x, u) + D(y, v)

chúng tôi nhận được hệ quả sau.

2.2.4 Hệ quả. Cho (X,D,K) là không gian kiểu-mêtric đầy đủ, trong đó D

là ánh xạ liên tục và ánh xạ F : X × X −→ X. Giả sử tồn tại r ∈ (0, 1)

sao cho với mọi x, y ∈ X,

1

2K

(
D(x, F (x, y)) +D(y, F (y, x))

)
< D(x, u) +D(y, v)

⇒ D(F (x, y), F (u, v)) +D(F (y, x), F (v, u)) ≤ r

K

(
D(x, u) +D(y, v)

)
với r ∈ (0, 1).

Khi đó, F có duy nhất điểm bất động kép.

Vì mỗi không gian mêtric là không gian kiểu-mêtric vớiK = 1 nên từ Định

lí 2.2.3 và Hệ quả 2.2.4 ta lần lượt nhận được Hệ quả 2.2.5 và Hệ quả 2.2.6.

2.2.5 Hệ quả. Cho (X, d) là không gian mêtric đầy đủ và ánh xạ F : X ×

X −→ X. Giả sử tồn tại r ∈ (0, 1) sao cho với mọi x, y ∈ X,

1

2

(
d(x, F (x, y)) + d(y, F (y, x))

)
< d(x, u) +D(y, v)

⇒ d(F (x, y), F (u, v)) + d(F (y, x), F (v, u)) ≤ rM((x, y), (u, v))
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trong đó,

M((x, y), (u, v)) = max
{
d(x, u) + d(y, v), d(x, F (x, y))

+ d(y, F (y, x)), d(u, F (u, v)) + d(v, F (v, u)),

1

2

(
d(x, F (u, v)) + d(y, F (v, u)) + d(F (x, y), u) + d(F (y, x), v)

)
,

d(F (F (x, y), F (y, x)), F (x, y)) + d(F (F (y, x), F (x, y)), F (y, x)),

d(F (F (x, y), F (y, x)), u) + d(F (F (y, x), F (x, y)), v),

d(F (F (x, y), F (y, x)), F (u, v)) + d(F (F (y, x), F (x, y)), F (v, u))
}
.

Khi đó, F có duy nhất điểm bất động kép.

2.2.6 Hệ quả. Cho (X, d) là không gian mêtric đầy đủ và ánh xạ F : X ×

X −→ X. Giả sử tồn tại r ∈ (0, 1) sao cho với mọi x, y ∈ X,

1

2

(
d(x, F (x, y)) + d(y, F (y, x))

)
< d(x, u) + d(y, v)

⇒ d(F (x, y), F (u, v)) + d(F (y, x), F (v, u)) ≤ r
(
d(x, u) + d(y, v)

)
.

Khi đó, F có duy nhất điểm bất động kép.
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KẾT LUẬN VÀ KIẾN NGHỊ

1 Kết luận

Khóa luận đã đạt được những kết quả sau

- Hệ thống hóa một số khái niệm, tính chất cơ bản của không gian

kiểu-mêtric.

- Chi tiết hóa một số ví dụ về không gian kiểu-mêtric như Ví dụ 1.1.3, Ví

dụ 1.1.4, Ví dụ 1.1.5.

- Thiết lập và chứng minh định lí điểm bất động cho lớp ánh xạ Suzuki

suy rộng trên không gian kiểu-mêtric như Định lí 2.1.1 và một số hệ quả như

Hệ quả 2.1.2, Hệ quả 2.1.3, Hệ quả 2.1.4.

- Xây dựng ví dụ minh hoạ cho Định lí 2.1.1 và Hệ quả 2.1.3 như Ví

dụ 2.1.5 và Ví dụ 2.1.6.

- Xây dựng một số áp dụng của Định lí 2.1.1 trong việc thiết lập định

lí điểm bất động kép như Định lí 2.2.3, Hệ quả 2.2.4, Hệ quả 2.2.5 và Hệ

quả 2.2.6.

2 Kiến nghị

Khóa luận có thể phát triển theo hướng sau

- Tìm một số áp dụng khác cho định lí điểm bất động của lớp ánh xạ
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Suzuki suy rộng trên không gian kiểu-mêtric.

- Nghiên cứu về điểm bất động cho lớp ánh xạ Suzuki suy rộng trên một

số không gian mêtric suy rộng khác.
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